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Pour K = R ou C, on note My (K) I'ensemble des matrices & n lignes
et | colonnes & coefficients dans K. Un élément de My, (R) sera considéré
comme élément de M,,;(C). Dans la suite, on identifie les matrices carrées
(respectivement les matrices colonnes) et les endomorphismes (respective-
Inent les vecteurs) canoniquement associés dans C*: par exemple, on note
par la méme lettre une matrice T' de M n(R) et 'endomorphisme de C"
dont T est la matrice dans la base canonique de C".

Si M € My (K) et = € K, (Mz); désigne la i-iéme composante du
vecteur Mz € K". On note I, la matrice identité de M, ,(C). Pour z =
(z1, -+ ,7,) € K®, on note

n
Mz 1
loll =Yl et [0 = sup 12
= zekn\oy |1zll1
pour M € M, ,(K), la norme matricielle subordonnée.
Définition 1 On dit qu'une matrice M € Mu(R),de coefficients notés
(mi;,1 < i <my 1 <j <), est positive (respectivement strictement po-
sitive), ce que l'on note M > 0 (respectivement M > 0), lorsque tous ses
coefficients sont positifs (respectivement strictement positifs) :
my; > 0 ( resp. my; > 0) pour tout (i,5) € {1,--- ,n} x {1,---,1}.
Pour deuz matrices M et N de My (R), M > N (respectivement M > N)
lorsque M — N >0 (respectivement M — N > 0).
Une matrice M € M, ,(R) de coefficients notés (my;,1 < 4,5 < n) est
dite stochastique lorsqu’elle est positive et que de plus

n
Zmij =1, pour tout j € {1, --- ,n}.

=1

On définit les ensembles B, Bt et ¥ par:

B ={ze€R"/z>0et2z#0}

Bt ={zeR"/z >0},

L ={zeR" /|z|, =1}.
Nous souhaitons montrer le résultat suivant:
Théoréme 1 (Perron-Frobenius) Soit T € Mps(R) stochastique telle
que (I, +T)*" > 0. Il existe un vecteur strictement positif xo satisfaisant

Txzo = zg. Toutes les valeurs propres de T' sont de module inférieur a 1 et
pour tout vecteur y de XN B,

1& z
lim — ZT’y =
kmrtoo o 4= llzoll1
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Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes.

Un vecteur propre strictement positif

On suppose que T est un élément positif de M n(R) tel que
P = (I, +T)""! est strictement positive.

Montrer que pour tout @ € B, Pensemble I'y = {# € R* /bz < Tz} est
non vide, fermé et borné.

On note 0(z) son plus grand élément.

Montrer que pour tout = € B, on peut calculer f(z) de la maniére sui-

vante: 7
6(z) = min {Li)'/ lgiSnetmi#O}.
Z;

On note 6 lapplication de B dans R* qui & z associe §(z).
Montrer que pour tout a > 0 et tout z € B, 8(az) = 6(z).

Montrer que P(B) C B*.
Montrer que pour tout z € B, 8(Pz) > 6(z) et §(Pz) > 0.
Soit z € B un vecteur propre de T. Montrer que 8(Pz) = 6(z).

Soit z € B tel que 8(Pz) = 6(z), montrer que x est un vecteur propre
de T pour la valeur propre 6(z).

Soit C = BN L. Montrer que 'application 8 est continue de P(C) dans
R.

Justifier 'existence de zg € P(C) tel que 6(z) = sup 6(z).
z€EP(C)

Montrer que sup 6(z) > supf(z).
zeP(C) zeC

Montrer que sup 6(x) = sup 6(z).
z€EB zeC




12) Montrer que sup0(z) = sup 0(z) et que 0(xz) = sup 0(z).
zeC zeP(C) 2eC

On pose Oy = 0(zy).

13) Montrer que 24 est un vecteur propre, strictement, positif, de T pour la
valeur propre 0, et que 0y > 0.

I Une méthode d’approximation

On suppose maintenant que T est stochastique et telle que P = (I, +T)"!
est strictement positive,

Pour un vecteur z = (€1, -+ ,2,) de C*, on note z* le vecteur (lz1], -+, |za)),
ol |2| est le module du complexe z. Pour tout entier > 1, on pose

14) Soit @ € Cet 2 € C" un vecteur propre de T pour la valeur propre 6.
Montrer que |f|z+ < Tz+.

15) En déduire que |4] < 6.

16) Montrer que [0] [z*]; < [z*l; et en déduire que 6] < 1.

17) En déduire 6, = 1.

18) Montrer que pour tout J2>1, T et R; sont des matrices stochastiques.

19) Etablir, pour tout k > 1, les inégalités suivantes :

I < 1 et |[Rfly < 1.

ro

20) Montrer que pour tout & > 1, TR, — Ryll, < =.

e

21) Soit z € C”, montrer que la suite (Rez,k > 1) a au moins une valeur
d’adhérence.




Soit y une valeur d’adhérence de la suite (Rgx,k > 1), montrer que
Ty =y et que pour tout k > 1, Ry = ¥.

Soit y et # deux valeurs d’adhérence de (Ryz,k 2 1), montrer pour tous
les entiers m et [, I'identité suivante:

y — z = Ry(Rpnz — 2) — Bm(f0z — Y)-

Montrer que la suite (Ryz,k > 1) a exactement une valeur d’adhérence.

Montrer qu'il existe une matrice R telle que Rz = klil}rloo Rz pour tout

reCtet kli&l | Rx — Rll1 = 0.

Montrer que 7' et R commutent.

Montrer que RT = R et R* = R.

Caractériser R en fonction de Ker(T — I,) et Im(T" — Ir).

On admet que Ker(T —1I,) est de dimension 1. Pour z € B, expliciter

Rz en fonction de ||z||1, [|zo]l1 et Zo-

FIN DU PROBLEME

Ce théoréme posséde d’innombrables applications. L’une des derniéres est

son utilisation dans le classement (PageRank) des pages Web effectué par le
plus connu des moteurs de recherche.
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Concours Mines-Ponts 2006

Corrigé de I’épreuve de Mathématiques 1

rédigé par Stéphane Legros (stephane.legrosGfree.fr)

I. Calculs préliminaires

Comme z et T sont positifs, Tz 'est également. On peut ensuite écrire, pour 6 > 0:
el = Vie{l,...,n},0z; < (Tz);
Pour un i tel que z; = 0, fz; est nul et est toujours inférieur a (T'z);. Nous en déduisons donc:

(T)i

Ti
W—/
>0

0el, =Vie{l,...,n} tqz; #0, § < —

7

\ . . Tz); . .
Comme l'un au moins des z; est non nul, cela donne I'y = |0, min (—)—', 1<i<netz; # 0}] ce qui
I

1
prouve que I'; est non vide, fermé et borné, et que son plus grand élément est:

6(x)=min{@, 1<i<net m,—#O}
T

(Tz); _ (T(ax))i
I; (az); )

Pour a > 0 et £ € B, nous avons x; = 0 si et seulement si (az); # 0, et pour un tel z,

7

La relation précédente donne donc 6(z) = 6(ax).

Soit = € B et choisissons io tel que z;, > 0. Nous avons alors (Pz); Z DijT; 2 Di i Ti, > 0 pour tout 2
=15

et donc Pz > 0: nous avons démontré que P(B) C BY.
Soit § € T'z: Comme P est positive, §z < Tz donne P(fz) < PTz, ie. Pz < T(Pz) puisque P et T
commutent (P est un polynome en T'). On en déduit que I'; C T'pz, puis que 6(z) < §(Pxz).

Notons y = Pz. Nous savons (question 4) que y est strictement positif. Si I'on avait (Ty); =0, la i-éme ligne
de T serait nulle (car T est positive). Les matrices T, pour j > 1, auraient alors également leur i-eme ligne

nulleet P=1,+ Z ( ) T ne serait pas strictement positive. On en déduit que Ty est strictement

positif, puis que G(Pa;) > 0 d’aprés la question 2).
Si Tz = Az, alors A = 0(z) > 0 et Pz = (1+ )"~ !z. On en déduit que §(Pz) = 6(z) d’aprés la question 3).

Notons A = 8(z) et supposons que z ne soit pas un vecteur propre pour T associé & A\. Le vecteur y = Tz — Az

est alors élément de B. D’aprés la question 4), Py est élément de B*, ce qui donne A(Pz) < PTz = T(Pxz).

(T(Pz));
(Pz);

. (T(Pz));
6(z) =A< 121:'12nw = 0(Pxz)

Ainsi, pour tout %, nous avons (en remarquant que Pz > 0), A < =—=—"— et en particulier:
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\ N . ’ P vy 4
Nous avons done démontré par contraposée la propriété demandée.

Pour tout 4, I'application (Tz)i/x; est continue sur B+ (c’est le quotient de deux formes linéaires). On
n dédni sh—e . (Tx); .
en déduit que Papplication Y @ T+ min Es); est continue sur B*: comme P(C) ¢ P(B) c Bt, la

1<i<n
restriction de o & P(C) est done continue, i.e. que @ est continue sur P(C).

C =ENB=Zn{zeR", ¢ > 0} est un fermé borné de B" (intersection d’un fermé borné et d’un fermé):
il est donc compact. L’application z —~ Pz étant continue, P(C) est une partie compacte. L’application @

restreinte a ce compact non vide étant continue, elle est bornée et atteint ses bornes: il existe en particulier
o dans P(C) tel que 0(zo) = sup 0(x).

zE€P(C)

SizeC, PreP(C)et 0(z) < 0(Pz) < sup

0(y). Ceci prouve I'inégalité demanddée.
YEP(C)

Siz € B, y=z/||||, est élément de C et O(z) = 4(

y) d’aprés 3). Ceci prouve que sup 8(z) < sup 0(z).
L'inég =eB =&e

alité inverse est évidente, puisque C C B.

Comme P(C) c Bt ¢ B, nous avons directement supf(z) < sup 6(z) < sup 6(z) = sup 6(z), soit:
. zeC z€P(C) zEB zeC

sup 0(z) = sup 6(z) = 6(zxo).
zeC TEP(C)

Comme g est élément de P(C), il est élément de B+ et est donc strictement positif.

Il existe yo € B tel que zg = Puyo ; 1a question 5) donne alors 6y = 6(Pyo) > 0.

Enfin, 0(z0) < 0(Pzp) < sup 0(z) = 8(x0), donc 0(zo) = (Pzo) et, d’
z€EB

propre pour T' associé & la valeur propre 6.

apres la question 7), zq est un vecteur

II. Une méthode d’approximation

n

n
Pour tout ¢ compris entre 1 et n, nous avons fz; = Ztiljzj, et donc |6||z;] < Ztiljlle, ce qui donne
j=1 j=1
6]zt < Tx+.
Comme z* € B, 6] < 6(z) < sup 8(y) = 6.
veB
- n n n n
T = el =Tl = 3215 bl 5 bl = 3(3tas ) sl = el = e
i=1|j=1 1<i,j<n i=1 \i=1

=1

Le vecteur z = (1,1,...,1) est un vecteur propre pour T, associé 4 la valeur propre 1. On en déduit que 1

est également valeur propre de T' (T et T ont méme polyndme caractéristique). La question 15) donne done
1<6,.
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Il)é)autre part, la question 13) prouve que g est une valeur propre de T': on a done o < 1 d’apres la question

Tout d’abord, les matrices 77 et R; sont clairement positive. Ensuite, pour M € My n(R) la condition:

VjE{l,...,n}, Z mi ;=1

1<i<n

signifie que le vecteuwr e = (1,...,1) est un vecteur propre pour tM associé A la valeur propre 1. Comme
t . . A . . i : — i ¢
Te = e, on obtient ensuite facilement, par récurrence sur j, que ‘I7e = e, puis que ‘Rje = e. Ceci acheve
de prouver que les matrice 77 et R; sont stochastiques.

Si M est une matrice stochastique, le calcul fait & la question 16) montre que [|[Mz|]; < llz|[1 pour tout
vecteur z. On en déduit que ||M]|; < 1, et en particulier [|Tk|]1 < 1et [|Rk||1 <1 pour tout kE>1

1, . 1 . 2
Pour k> 1, TRk = R = (T* — I), done ||TRy — Relly < 7 (IT*|[s +[1Zall2) < 7 (car [alls = 1)-

. La suite (Rkz)k>0 est donc une

Pour z € C*, nous avons ||Rez|; < ||Rxl1 ||zll1 £ [lz]li pour tout k>0
t de dimension finie, le théoréme

suite bornée de I'espace vectoriel normé (C, || ||1). Comme cet espace es
de Bolzano-Weierstrass assure l’existence d'une valeur d’adhérence.

Tl existe donc une application o : N — N* strictement croissante telle que Ry(k)T —— Y- On en déduit
PP (k) k—+o0

que TRo(x)x — Ro(ryz tend vers Ty —y quand k tend vers I'infini.

2 . .
D’autre patt, |7y — Rogzllh < ITRopy — Rowll llzll < ) llell === 0. donc Ty = y, puis
k-1
. 1 .
T7y =y pour tout j > 0, et enfin Rxy = % ZT—’y =y pour tout k£ > 1.
=0

Soient m,l > 1. Comme R; et R,, commutent (ce sont deux polynémes en T'), nous avons directement :

Ri(Rm — 2) — Bn(B1& — y) = RiBme — Riz — RiBmz + Rmy =y — 2

Supposons comme & la question précédente que y et z sont deux valeurs d’adhérence de la suite (Rjz). Il
existe alors 0,0’ : N — N* strictement croissantes telles que R,y —— y et Ryiry@ —— 2. Nous
. k—+o0 k—+o00

avons alors, pour tout k£ € N:

ly==2lh = [|Roey(Roriy® = 2) = Roriiy (Rawyz = )|,

< |Rowll |1Rory® = 2ll1 + | Roreiy [11 1(Roy@ — y)la
\__\/___/ \—\/—/
21 <1
< Ry — Ra k) —
< MRerye = 2l + 1Roy =yl 52 0

Ceci prouve que y = z: la suite (Rjz) posséde donc une et une seule valeur d’adhérence.

On en déduit que pour tout z, la suite (Rxz) est convergente (une suite d’'un compact qui ne posséde qu’une
valeur d’adhérence est convergente). Notons donc f P'application:
f: ¢ — cv
z + limRiz
+o0
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2 - ( - tout
£ ot olnbiement ndatve, putsgue sty g o C et Ay e ©ona lh“g,\.r -|‘< 1) ;,:',\If;\-(.t)’.-I “-{?-?(-y)nléoxl;]ll-ltrice
Ay v donie FO 4 ) = NFGe) g (o) aqunid R Gond ver Phalinh, i en déduit qu'il existe u {

I tello quo Ve e O = ) = . |!l||| I

1 chobebeant pone @ o oo veetour do Tn b cnnontgue de € nous en- déduisons que ln z-l‘m\e col.om;e
o B eonvere vt -dme colorme do B Coel pronve quo Tnsalte (1) converge vers B "'vt‘;l‘lllc a terme”,
fe ot ] [l Vet norimen étant équivalonter endimenston finto, on-en déduit que 1t tend également vers
B moe o laoworme || ] quand & tond vers FPindin,

Remarquet on pent dvldommont me passer do Péquivalence des normes en remarquant que Il < 7l Hloo:
I eommnto avee changue B doney par continultd duprodult matriciel, 7' commute avee R = limyco M-

M fabsnt tondie & vors Pinlind dans Pinégallté do I question 20), nous obtenons [|T'R = Rll; = 0, soit
W= 00 = 0 Onencdddult que B = 1 pour toud j € N, puis:

k-1
VKN, R = - SRt =R

\ 0

co qul donne entin B = 1 on falsat tondre & vers Pinlind,

B ent wne projectiont elle est done cavactérisdo par ses espaces propres Ker (R) et Ker (R = I,,) = Im (R).
Comme (1= L) = 00 ona i (B) € Kee (1= 1,). D'autre part, si @ € Ker (1= In), Ri(x) = 2 pour tout
R et done B(e) = e coel prouve que @ € T (1Y), co qui donne Tm (R) = Ker (7' = Ip).
Euting &= 1) = 0 donne I (1= 1,,) € Ker (8). Par la formule du rang, nous avons:

dim (Ker (1)) = 0= dim (In (B)) = n = dim (Ker (7' = 1)) = dim (Im (T" = 1))
ot done Rev () =l (1" = 1),

Coci prouve quo B est Ta projection sur Nespace propre Ker (2' = I,,) paralldlement & espace Im (T = I,)
(cex deux sous-espaces dtant en particulier supplémentaires).

Comme Ker (2" = 1,,) est de dimension 1, il est engendrd par le vecteur aq. D'autre part, T étant stochastique,
les vecteurs colonnes de la matrice ' = 1, sont contenus dans 'hyperplan d’équation 2y + -+ + z, = 0.
Comne I (2= 1,) st an hyperplan, on en déduit que clest exactement Uensemble des vecteurs 2 vérifiant
bk =00 Un dldment @ de B s'éerit alors d'une unique fagon sous la forme:

a=Aag Y

n n n n

N o ) "
avee i otk gy = 00 Onen déduit que L = A L(.‘l‘o).‘ + L Ui = «\L(;m)g. Comme les deux vecteurs
\ =] e ie] i=1

xo ot @ sont dldment de By cela dome \ = |||:_||||l_ Nous avons ainsi calculé le projeté de = sur Im (R)
Xol(y
parallMement & Ker ()2
Ve € B, R(2) = ||l ros—,
llwolly

Cecl achdve de dédmontrer lo théordme de Perron-Frocbenius: si y est élément de SN B, ||y||y = 1 et Pégalité
préeddente s'derit :
k=1

1 v i RN
el tl‘J —) ———
¥ W T

ce qui permet d'approximer le veeteur propre strictement positif unitaire associé A la valeur propre 1.




